LE SUCCESSIONI NUMERICHE



Ci occupiamo adesso di particolari funzioni che hanno come
dominio i numeri naturali e come insieme di arrivo i numeri reali.

DEFINIZIONE n (indice della successione)

Una successione numerica a Variabile indipendente

e una funzione che associa a
ogni numero naturale n un a, (termine della successione)

numero reale a,: variabile dipendente

a:n€N—=-a ENR

Una successione & Esempio

dunque costituita da La successione costituita 4:A—=N
un insieme di numeri da tutti i numeri naturali 0—a,=0
ordinato e infinito: pari € una funzione a che 1 —=a, =2

associa a ogni numero

ay, A4, Ap,....., A_,... .
0 =y Z2meees H naturale un numero pari:



| numeri naturali sono infiniti, per cui sarebbe impossibile
descrivere la successione tramite tutti i suoi termini.

Vediamo alcune rappresentazioni.

v’ Rappresentazione per enumerazione

Questa rappresentazione ¢é efficiente solo se & facile, leggendo
| primi termini, dedurne quali sono gli altri.

Esempio

La seguente lista di termini:

5,10, 15, 20, 25, ....

rappresenta la successione dei multipli di 5.



v' Rappresentazione mediante funzione

E’ il modo pit comune per rappresentare una successione
numerica. Consiste nello scrivere esplicitamente la relazione
che lega l'indice n (variabile indipendente) e il termine a,
(variabile dipendente).

Esempio

a =2n+l nEN

Per rappresentare i primi termini della successione, basta sostituire
anivaloriO, 1, 2, 3, .....

ap=1, a;=3, a,=5, a;=7/, ...

Da questi primi quattro numeri si vede facilmente che si tratta dei
numeri dispari.



Esempio

an=2n+21 neN
3+n
Sostituendo a n i valori O, 1, 2, 3, ...., si ottengono | seguenti
termini:
1357
37477127

In questo caso non & facile capire qual & il sesto termine, per cui la
rappresentazione per enumerazione € inefficace.



v' Rappresentazione ricorsiva o per ricorsione

Consiste nel fornire il primo termine della successione a, e
una relazione che lega il termine generale a, a quello
precedente a, ;:

Esempio |

Ogni termine si ottiene dal precedente
a, =1 sommando 2. A partire dal primo termine
a =a _+2 sen>0 si determinano quelli successivi:

a,=a,+2=1+2=3 Abbiamo riottenuto la successione dei
a,=a,+2=3+2=5 numeri dispari.

a,=a,+2=5+2=7



Esempio

{a0=0, a, =1

a =a _ +a,, sen>l

Ogni termine & dato dalla somma dei due precedenti. A
partire dai primi due termini, otteniamo:

a,=a,+a,=1+0=1
a;=a,+a, =1+1=2
a,=a,+a,=2+1=3

as=a,+a,=3+2=5

La successione che abbiamo ottenuto si chiama successione
di Fibonacci.



Una successione € crescente
se ogni termine € maggiore del
suo precedente:

Vi,kEN sei<k si ha a <a,

Una successione e decrescente
se ogni termine e minore del
suo precedente:

Vi,kEN sei<k si ha a,>a,

Una successione € costante se
ogni termine e uguale al suo
precedente.

Esempio:

1,2,4,7,11, 16, ...

Esempio:

10, 8, 5, 3,0, -2, -5, ...

Esempio:

o, 6,6, 6, 0, ...



LE PROGRESSIONI



LE PROGRESSIONI

1. LE PROGRESSIONI ARITMETICHE

Quindi, se a,, é il termine n-esimo
di una progressione aritmetica di
1 Qe e g [AGIONE
2 5 8 11 14 a,=a,,+d,
A e anche:

a,=a, —d.
DEFINIZIONE

ESEMPIO

Una successione numerica si dice L .
a successione

progressione aritmetica quando 10. 15. 20. 25 30. 35

la differenza fra ogni termine e |l & una progressione aritmetica di

suo precedente é costante; ragione 5.

tale differenza si dice ragione. Si ha, peresempio: 35=a;=a;+5,
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LE PROGRESSIONI

2. IL CALCOLO DEL TERMINE a, DI UNA

PROGRESSIONE ARITMETICA

ESEMPIO

La progressione aritmetica di ragione 7 originata da a, =3 é:
a, a; as a, as g az ag g a1
66

3 10 17 24 31 38 45 52 59
| | | | | : | | >
+7
+2-7
+3-7
+9-7

In una progressione aritmetica, il termine a, € uguale alla somma del

primo termine a, con il prodotto della ragione d per (n—1):
a,=a,;+(n-1)d,con n>0.
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TEOREMA



LE PROGRESSIONI

3. LA SOMMA DI DUE TERMINI EQUIDISTANTI DAGLI

ESTREMI

ESEMPIO

Scriviamo i primi 8 termini di una progressione aritmetica originata dal valore 7 con
ragione uguale a 3.
Sommiamo a due a due i termini equidistanti dagli estremi.

16 +19=35
7 10 13 16 19 22 25 28
\\ ;’//

13+22=35

10+25=35
TEOREMA DIMOSTRAZIONE
Nei primi n termini di una progressione Siano a, e a,, i due estremi, d la ragione,
aritmetica, la somma di due termini x e y itermini equidistanti da a, e a,,
equidistanti dagli estremi € costante e —» x=a,+cd, y=a,—-cd
uguale alla somma dei termini estremi. —» x+y=a,+cd+a,—-cd=a,+a,
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LE PROGRESSIONI

4. LA SOMMA DI TERMINI CONSECUTIVI DI UNA

PROGRESSIONE ARITMETICA

TEOREMA

La somma S, dei primi n termini di una progressione aritmetica € uguale
al prodotto di n per la semisomma dei due termini estremi

a;ea,.
a+a
S,=n- Z
2
DIMOSTRAZIONE
Scriviamo S, per esteso: S,=a,ta,ta;+...+ta,,+ta,ta,,
e in ordine inverso: S,=a,ta,,ta,,+t..ta;+ta,+ta,.

Sommando termine a termine:
2S,=(ay+ta,)*t(@+a,)+(@+a,,)+..+(a, +tay)+(@,+ay).

—» 2S,=n(a,+a,) —»S,,:n@
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LE PROGRESSIONI

5. LE PROGRESSIONI GEOMETRICHE

Quindi, se a,, é il termine n-esimo
di una progressione geometrica di

4 8 16 32 : .
- | TS ragione q .
x\j\/\/ a,=qa,,,
X 2 e anche: a
an — n+1 .
q
DEFINIZIONE

: _ o Se g >0, itermini sono tutti o positivi
Una successione numerica si dice 0 negativi:

progressione geometrica quando  se g <0, i termini hanno segno
il quoziente fra ogni termine e il suo  alternato.
precedente € costante; ESEMPIO

tale rapporto si dice ragione. a,=6, q=2: 6, 12, 24, 48,
a,=-6, q=2: -6, -12, —24, —48,
a,=-6, q=-2: -6, 12, 24, 48,
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LE PROGRESSIONI

6. IL CALCOLO DEL TERMINE a, DI UNA

PROGRESSIONE GEOMETRICA

ESEMPIO

La progressione geometrica di ragione 3 originata da a, =2 é:

- | | =P

2- 3%

TEOREMA

In una progressione geometrica, il termine a, e uguale alla prodotto del
primo termine a, per la potenza della ragione q con esponente (n—1):
a,=a;, q"-1 ,con n>0.
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LE PROGRESSIONI

7. IL PRODOTTO DI DUE TERMINI EQUIDISTANTI DAGLI

ESTREMI

ESEMPIO

Scriviamo i primi 6 termini di una progressione geometrica originata dal valore 4
con ragione uguale a 2.
Moltiplichiamo a due a due i termini equidistanti dagli estremi.

16 x32 =512
4 8 16 32 64 128
L] [ ] L] [ ] [ ] [ ]
8x64=512
4x128=512

TEOREMA DIMOSTRAZIONE
Nei primi n termini di una progressione Siano a, e a,, i due estremi, q la ragione,
geometrica, il prodotto di due termini x e y itermini equidistanti da a, e a,,.
equidistanti dagli estremi € costante e —» x=a,q9°, y=a,q°
uguale al prodotto dei termini estremi. —» xy=a,;q%a,q°=a,a,
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LE PROGRESSIONI

8. LA SOMMA DI TERMINI CONSECUTIVI DI UNA

PROGRESSIONE GEOMETRICA

TEOREMA

La somma S,, dei primi n termini di una progressione geometrica di
ragione q diversa da 1 e:

q" -1
S =
n a1 q_1
DIMOSTRAZIONE
Scriviamo S, per esteso: S,=a;ta,ta;+...+ta,.
Sostituendo a,=a, q"-"1: S,=a,ta,q+a,qg*+...+a,q" .
Moltiplicando tutto per g: S,g=a,q+a,q*°+a, qg®+...+a,q".
Sottraendo membro a membro le ultime due equazioni: 1
S,q-S,=a;9"-a; — S,(q-1)=a,(q" 1
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LE PROGRESSIONI

9. ESERCIZI: IL CALCOLO DEL TERMINE a, DI UNA

PROGRESSIONE ARITMETICA

B =sercizio Guipa

a) Calcoliamo il sesto termine a4 di una progressione aritmetica di ragione d = 4 il cui primo termine
ea, =5.

b) Calcoliamo la ragione d di una progressione aritmetica il cui primo termine ¢ a; = 32 e il cui sesto
termine ¢ ag; = 42.

a) Utilizziamo la formula: b) Sostituendo in a, = a; + (n — 1) - d, abbiamo:
a,=a;+(n—-1)-d 42=32+(6-1)'d—-10=5-d-d = 2.
Essendon = 6,a, = 5ed = 4, otteniamo: La progressione é la seguente:
ag=5+(6—1)-4=25. 32, 34, 36, 38, 40, 42, ...
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LE PROGRESSIONI

10. ESERCIZI: LA SOMMA DEI TERMINI CONSECUTIVI DI

UNA PROGRESSIONE ARITMETICA

I Esercizio GcuiDA

Calcoliamo la somma dei primi sei multipli di 5 diversi da 0.

I numeri di cui vogliamo conoscere la somma sono i primi sei termini della progressione aritmetica di
primo termine 5 e ragione 5: 5, 10, 15, 20, 25, 30.

Possiamo applicare la formula S, =n -%.
Sostituendo i nostri dati, n = 6, a, = 5, ag = 30, otteniamo:
Se=6-2199 _ 405,

2

Copyright © 2011 Zanichelli editore Bergamini, Trifone, Barozzi - La matematica del triennio m



LE PROGRESSIONI

11. ESERCIZI: IL CALCOLO DEL TERMINE a, DI UNA

PROGRESSIONE GEOMETRICA

I Esercizio GuiDA

a) Calcoliamo il sesto termine, a¢, di una progressione geometrica di ragione g = 2 il cui primo termi-
neea, =>5.

b) Calcoliamo la ragione di una progressione geometrica di 6 termini i cui estremi sono, nell’ordine, 5
e 160.

a) Per calcolare il sesto termine utilizziamo la formula generale a,, = a, - g"~".
Essendon = 6,a, = 5e g = 2, otteniamo: ag = 5- 2! = 5-32 = 160.
La progressione e 5, 10, 20, 40, 80, 160, ...

b) Per risolvere il problema utilizziamo la relazione a, = a, - ¢"~'.
Sostituiamo nella formula i valori del problema: n = 6, a, = 5 e ag = 160, e otteniamo:

160=5-¢° — ¢°=32 > q=2.
La progressione e: 5, 10, 20, 40, 80, 160, ...
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LE PROGRESSIONI

12. ESERCIZI: LA SOMMA DEI TERMINI CONSECUTIVI DI

UNA PROGRESSIONE GEOMETRICA

I escraizio guibA
Calcoliamo la somma delle prime sei potenze di 3 con esponente diverso da 0.

I numeri di cui vogliamo calcolare la somma sono i primi sei termini della progressione geometrica di
ragione 3 e primo termine 3:

3,9,27, 81, 243, 729.

"1
La formula che possiamo usare per risolvere il problemae S, = a,- 2 —
Sostituendo i valori nella formula, cioé n = 6, a, = 3, g = 3, otteniamo:
2 35—1_ ., 729-1 _ , 728 _
Se=3 57 =35 =3-"2"=1092.
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